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In [IJ wurde gezeigt, daB die GroBen

An = min sup I r'" - (ljp(x))I,
'PEll" ";;'0

(1)

worin IIn die Menge der reellen Polynome vom Grade n bezeichnet, geome
trisch abnehmen und a = Iiiiin_oo (An)l/n der Ungleichung l ~ a ~ 0.435...
geniigt.

Wir betrachten zuniichst die polynomische L2-Approximation mit der
Laguerre-Belegung e-t iiber [0, CX)) zuj(x) = e"'/4 und gewinnen daraus dann
die Schranken

insbesondere also a = limn_oo (,\Jl/n = 1.
Mittels der Laguerre-Polynome in der normierten Form

(2)

(vgl. [2, p. 100]) (3)

erhiilt man zuj(t) = et /4 die Laguerre-Koeffizienten

durch m-fache partielle Integration. In IIn hat f demnach das Laguerre
Proximum

n 4
gix) = L 3m+! (_l)m Lm(x)

m=O
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mit dem minimalen Fehlerquadrat

r '" 2J e-t(et/4 - g (1»2 dt = " C 2 =-, --n L. m 32..+2 •
o m=n+l

(6)

In (1) kann e-X durch r X
/ 4 ersetzt werden. Zur Herleitung der unteren

Schranke betrachten wir Pn Elln mit

oder dazu aquivalent

IPn(x) - ex /4 i ~ Ane"'/4Pn(x)

Daraus ergibt sich

eX /4-
Pn(x) ~ 1 _ >"ne"'/4 ~ 2e""/4

flir x ~ 0

flir x ~ O.

flir 0 ~ x ~ 0,

(7)

sofern A"eo /4 ~ 1; mit 0 = (4n + 4) Ig 3 + 21g 2 kann dies vorausgesetzl
werden, da sonst sogar die gegenUber (2) gUnstigere Abschatzung
3"A" ~ (1/6(2)1/2) gelten wUrde. Aus (7) fol81 so

fUr 0 ~ x ~ o. (8)

Diese Ungleichung kann als Tschebyscheff-Approximierbarkeit mit Gewicht
e"'/2 Uber [0, oj von &/4 gedeutet werden. Das entsprechende Tschebyschetf
Proximum qn Ell" erfillit (8) dann ebenfalls. AuBerdem hat d(x) = qn(x) - e"'/4
eine (n + 2)-stellige AIternante und deshalb mindestens n + 1 Nullstellen in
(0,0). Andererseits hat d wegen d Cn +1)(x) < 0 aber hOchstens n + 1 Null
stellen in (0, (0), und mit d(x) -- - 00 flir x -- 00 fol81 so qn(x) < e"'/4 fUr
x ;;?: o. Weiter schlieBt man in ahnlicher Weise auf q,,(x) ;;?: 0 fUr x ;;?: 0:

Ware q,,(z) < 0 fUr ein z ;;?: 0, dann ergaben sich mit den n + 1 Nullstellen
XI < ... < Xn+l < z von d nach dem Mittelwertsatz Zwischenwerte

und z' E (xn+J , z)

mit d'(x/) = 0 und q~(z') < 0, letzteres wegen q,,(x,,+J > 0 > qn(z).
n-fache Wiederholung dieser SchluBweise wUrde zu q~"+1I(z(n+l) < 0 fUbren 
im Widerspruch zu q" Ell". Aus 0 ~ q,,(x) ~ e"'/4 fUr x ~ 0 und der
Ungleichung (8) fUr q" ergibt sich in Verbindung mit (6)

mit 0 = (4n + 4) Ig 3 + 2 Ig 2 folgt daraus die untere Schranke in (2).
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Zur Herleitung der oberen Schranke bilden wir mit Hilfe des in (5)
genannten Polynoms g" in Analogie zu

{eX fX> r tet /4 dt = ex /4

x

das Polynom h" ell" der Form

Anwendung der Schwarzschen Ungleichung Hefert mit (6)

I ex/4 - hn(x)I ~ lex fX> r t I et /4 - g,,(t)1 dt
x

(f
eX> )1/2 (feX> )1/2::::;; {eX e-t dt r t(et /4 - gn(t»2 dt ,

x it

I e"'/4 - h (x) I ~ (2)1/2 e"'/2
" "" 4·3"

flir x ~ O. (10)

Fur x ~ b = 4n 19 3 + 2 19 2 folgt daraus

also h,,(x) > 0 und in Entsprechung zu (7) vermoge (10)

(11)

flir 0::::;; x ::::;; b. (12)

flir x ~ b.

Fur x ~ b gilt hn'(x) ~ 0, denn flir m ::::;; n hat (-l)mLm genau m einfache
Nu1lstellen unterhalb von 4m ::::;; 4n < b, so daB (-l)m L~)(x) ~ 0 flir x ~ b
und alle k (vgl. (9». Deshalb gilt h..{x) ~ h..{b) > 0 flir x ~ b, und mit (11)
flir x = b folgt

Ie-"'/4 - _1_1 ~ max le-b/4 _1_1 ~ 2rb/4 = 2
1

/
2

h,,(x) "" , h,,(b) \ ~ 3"

Zusammen mit (12) ergibt sich so die obere Schranke in (2).
Die in [1] angegebenen numerischen Werte einiger An 1iegen naher an der

unteren Schranke und lassen so vermuten, daB die wahre GroBenordnung
der An mit 1/(n1 / 2 • 3") gegeben ist. Dennoch sind die in (9) expHzit genannten
h" gute Naherungen, zumindest als Ausgangsniiherungen bei Berechnung
der optima1en p" in (7).
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